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1 はじめに
量子ウォークとは，古典ランダムウォークに対する量子力学的な拡張である [1, 2, 3]．量子ウォークの標準的
な模型は，1次元格子上の離散時間量子ウォークである [1, 2]．格子上には量子ウォーカーが 1人だけ存在する
が，量子力学における不確定性原理のため，各時刻での位置を確定することはできない．そこで，存在確率を考
えることになる．時刻 tで格子点 xに量子ウォーカーが存在する確率振幅を
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2 C2 (1)
で与える．このように確率振幅は，
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0
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という 2つの状態の重ね合わせとして表される．確率
振幅の 2乗ノルム
k (x; t)k2 = j'1(x; t)j2 + j'2(x; t)j2
は存在確率を与える．当然，存在確率は各時刻 tにおいて規格化される．
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k (x; t)k2 = 1:
初期時刻 t = 0での量子ウォーカーの位置は原点とする．この初期状態を与える確率振幅は，量子ウォーカーが
存在する原点に単位ベクトル を置き，それ以外の位置には零ベクトルを置くことよって
 (x; 0) =
8>>>><>>>>:
 =
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 2 C x = 0;
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のように表す．単位ベクトル を t = 0における量子ビットとよぶ．
古典的な 1 次元最近接ランダムウォークでは左格子点に移動する確率を p，右格子点に移動する確率を
q = 1  pとおくが，量子ウォークではこれらの代わりに 22行列 P，Qを考える．
P =

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c d
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; a; b; c; d 2 C:
そして，U = P +Qを量子コインとよぶ．但し，U は 2 2のユニタリ行列となるものとする．
U = P +Q =

a b
c d

2 U(2): (2)
ここで，U(2)は 22ユニタリ行列全体の集合を表す．また，(x; t)という 2 2行列を考える．この行列は，
時間 tの間に原点から位置 xに至る量子ウォーカーの経路の重ね合わせを，P とQの積の和を用いて表したも
1
図 1 t = 500における確率分布の比較．左が古典ランダムウォーク，右が量子ウォーク．
のである．先程出てきた初期の量子ビット に対し，この (x; t)を掛けると，時空点 (x; t)における確率振幅
 (x; t)が求まる．ゆえに量子ウォーカーの時刻 tにおける格子点 xでの存在確率は，k (x; t)k2 = k(x; t)k2
で与えられることになる．図 1に示したように，経路の重ね合わせのために原点付近における量子ウォーカーの
存在確率は古典ランダムウォークの場合に比べて低くなり，その確率分布は複雑に振動することがわかる．
時刻 tにおける量子ウォーカーの位置を X(t)とすると，X(t)
t
で定義される量子ウォーカーの擬速度の分布
は長時間極限 t ! 1 でモーメント収束することが，今野によって示されている [4, 5]．特に  =
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の場合の量子ウォークの長時間極限確率密度関数をK(v)とすると
K(v) =
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
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と定まる．これを発見者の名前にちなんで今野関数とよぶことにする．
2 ボソン模型とフェルミオン模型
本論文では，ボソン模型とフェルミオン模型という 2種類の 2次元量子ウォークの長時間極限分布を導出する．
まず x方向と y方向に，互いに独立な 1次元量子ウォークをそれぞれ一つずつ用意する．この二つの量子ウォー
クに対して，共通の量子ビット 及び量子コイン U を用いるものとする．その結果，確率振幅  も共通とな
る．つまり，我々が考える 2次元上の量子ウォーカーは，x方向と y 方向という互いに独立な成分に分けて考え
ると，同種 2粒子系とみなすことができるのである．次に， (x; t) =
 
'1(x; t)
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;  (y; t) =
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という二つの確率振幅の成分同士を組み合わせとして，次のような 2種類（P = B;F）の方法を考えることに
する．
	P(x; y; t) = '1(x; t)'2(y; t) '2(x; t)'1(y; t): (4)
但しP = Bのとき複号の上側を，P = Fのとき複号の下側を採るものとする．xと yの交換に対し 	B(x; y; t)
は不変である．この対称な確率振幅をもつ量子ウォークをボソン模型とする．一方で x と y の交換に対し
	F(x; y; t)は符号を変える．この反対称な確率振幅をもつ量子ウォークをフェルミオン模型とする．図 2に数
値計算による j	P(x; y; t)j2 の確率分布をプロットした．
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図 2 t = 100における確率分布の比較．左がボソン模型，右がフェルミオン模型．
[6]に基づく 1次元量子ウォークに対するフーリエ解析法を，ボソン模型とフェルミオン模型という 2種類の
2次元量子ウォークに応用する．まず x方向の擬速度 XP(t)
t
と y 方向の擬速度 YP(t)
t
に対し，結合 (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モーメントを *
XP(t)
t

YP(t)
t

+

XP(t)
t
 
YP(t)
t
+
=
X
(x;y)2Z2
x
t
 y
t

+
x
t
 y
t

j	P(x; y; t)j2 ;
;  2 f0; 1; 2; : : : g
(5)
によって定義する．但しここでは同種 2粒子系を考えているため，オブザーバブルである結合モーメントは粒子
の入れ替えに対して不変となるように定義した．
3 結果
1次元量子ウォークにおいて極限分布が最も簡単化される  =
 
1p
2
ip
2
!
かつ U =
 
1p
2
1p
2
1p
2
  1p
2
!
の場合
を考えて，(5)の計算を実行した．最終的には，ランダム位相近似を用いることにより，偶数次結合モーメント
に対し，直接的な数値計算の結果を再現する極限定理を得ることに成功した．
(i)ボソン模型の場合
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但し，ボソンの確率密度関数 fB(vx; vy) は今野関数 (3) を用いて
fB(vx; vy) = K(vx)K(vy)B(vx; vy); (6)
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(ii)フェルミオン模型の場合
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但し，フェルミオンの確率密度関数 fF(vx; vy) は今野関数 (3) を用いて
fF(vx; vy) = K(vx)K(vy)F(vx; vy)(vx   vy)2; (7)
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図 3 ：偶数，：偶数の場合．左は fB(vx; vy)のグラフ．右は fF(vx; vy)のグラフ．
2種類の 2次元模型の長時間極限確率密度関数は，(6)と (7)に示したようにいずれも，x方向及び y 方向の
今野関数K(v)と対称関数の積で表される結果となった．フェルミオン模型では，(7)はさらに (vx   vy)2 を含
んでおり，これはパウリの排他原理を表している．図 3は ：偶数，：偶数の場合の，2種類の 2次元模型の
確率密度関数を示す．図 2に示した直接的な数値計算の結果を再現する解析解が得られたことがわかる．
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